ANALYTISCHE ERLAUTERUNG DER
METHODE DER MAXIMA UND MINIMA

Leonhard Euler*

§1 Das, was fiir gewthnlich in den Elementen iiber die Methode der Maxima
und Minima angegeben zu werden pflegt, wird hauptsachlich bei Funktionen
einer gewissen variablen Grofie verwendet, sodass nach Vorlegen irgendeiner
Funktion V, die wie auch immer aus der variablen Grofse z und Konstanten
zusammengesetzt war, die Bestimmungen der Variable z gefunden werden
miissen, die der Funktion V den maximalen oder minimalen Wert aufpragen.
Manchmal werden auch Funktionen zweier oder mehrerer Variablen z, y,
x betrachtet und die den einzelnen zuzuschreibenden Werte gesucht, mit
welchen die Funktion einen maximalen oder minimalen Wert erhilt. Die
Methode aber, mit welcher die Fragen dieser letzten Art aufgelost werden,
stimmt vollig mit der {iberein, die in der ersten Art verwendet wird; wenn
namlich mehrere Variablen verwickelt werden, wird nacheinander eine als
Variable betrachtet und ihre fiir das Erzeugen des Maximums oder Minimums
geeigneter Wert gesucht; wenn diese Operation durch die einzelnen Variablen
hindurch unternommen worden ist, werden die Werte aller bekannt, mit
welchen der Wert der vorgelegten Funktion maximal oder minimal wird.

§2 Nicht anders verhélt sich diese Sache, wenn eine Funktion der zwei
Variablen x und y vorgelegt wird und der y zuzuteilende Wert gesucht wird,
sodass, nachdem fiir x eine gegebene Grofse a vorgelegt worden war, die
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Funktion selbst den maximalen oder minimalen Wert annimmt; sofort namlich
werde {iiberall a fiir x geschrieben und die Frage wird selbstredend auf die
erste Art zuriickgefiihrt sein. Aber wenn jene Funktion der Variablen x und y
nicht entwickelt war, sondern durch eine Integration bestimmt wird, werden
die Fragen zu einer ganz und gar verschiedenen Art zu zédhlen sein und
erfordern eine weit andere Losungsmethode. Wie wenn beispielsweise Z
irgendeine Funktion von x und y war und die Integralformel [ Zdx vorgelegt
wird, wird es gefillig sein, dass die Frage so formuliert wird: Die Relation
zwischen den zwei Variablen x und vy ist zu bestimmen, sodass der Wert dieser Formel,
nachdem wir a = x gesetzt hatten, der grofte oder kleinste aller wird.

§3 Wie viel zwischen Fragen dieser Art und denen, welche ich zur ersten
Art gezahlt habe, vorhanden ist, wird in wenigen Momenten oder dem leicht
Aufmerksamen bald klar werden. Es sei ndmlich V eine entwickelte Funktion
von x und y, fiir welche der Wert von y gesucht werden muss, sodass fiir
x = a gesetzt der Wert der Funktion V maximal oder minimal wird; und um
diese Frage zu losen, kann sofort x = a gesetzt werden, wonach der Wert
von y durch die erste Methode so bestimmt werden wird, dass er nicht vom
unbestimmten Wert von x abhédngt. Aber nach Vorlegen der Integralformel
f Zdx lasst sich nicht in der Differentialformel Zdx, sondern erst nach der
Integration x jener bestimmte Wert a zuteilen; und es erledigt nicht, damit
dann der Wert der Formel f Zdx maximal oder minimal wird, ein gewisser
bestimmter fiir y zu nehmender Wert die Aufgabe, sondern es muss eine
gewisse Relation zwischen x und y angegeben werden; deshalb weil, auch
wenn nach der Integration x = a gesetzt wird, dennoch der Wert des Integrals
f Zdx von einer unbestimmten Relation, die zwischen z und y einhergeht,
abhidngt und durch alle dazwischen liegenden Werte von y bestimmt wird.

§4 Aber solche Fragen iiber die maximal oder minimal zu machende Formel
| Zdx erstrecken sich um vieles weiter und werden nicht nur auf die Fille
beschrénkt, in denen Z eine Funktion von x und y ist, sondern es kann fiir Z
irgendein Ausdruck angenommen werden, welcher mit einer gewissen zwi-
schen x und y angenommenen Relation bestimmt wird. Daher wird Z aufer
den Variablen x und y selbst auch die Relation derer Differentiale involvie-
ren konnen, und nicht nur die erster Ordnung, sondern auch irgendwelcher
hoherer Ordnungen; wenn natiirlich diese Verhiltnisse der Differentiale so



ausgedriickt werden, dass gilt

dy _, dp_ . da_
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wird die Grofle Z wie irgendeine Funktion all dieser x, y, p, g, r etc. betrachtet
werden konnen. Ja die Grofie Z kann sogar zusitzlich in sich neue, wie auch
immer in ihr involvierte, Integralformeln umfassen; daher entstehen viele
Fragen dieser Art, an welche die Losungsmethode jeweils angepasst werden
muss.

§5 Probleme dieser Art sind zuerst bei der Gelegenheit jenes bertihmten
von JAKOB BERNOULLI einst zum grofiten Zuwachs fiir die Analysis intensiv
besprochenen isoperimetrischen Problems behandelt zu werden begonnen
worden, auch wenn welche Aufgabe mit wunderbarer Kunstfertigkeit von
jenem duflerst scharfsinnigstem Herren erledigt worden ist, wurde dennoch
die von ihm verwendete Methode nur auf die Fille, in welchen die Grofde
Z aufier x und y lediglich deren erste Differentiale oder den Buchstaben p
involvierte, ausgedehnt und musste in jedem einzelnen Fall gleichsam aus
geometrischen Betrachtungen entnommen werden. Nachdem ich mich aber bei
der umfassenderen Erkldarung dieses Gegenstandes lange vergebens bemdiiht
hatte, habe ich schliefSlich eine duflerst allgemeine Methode erhalten, mit deren
Hilfe alle Probleme dieser Art, in denen die GrofSe Z nicht nur Differentiale
jeder Ordnung, sondern auch irgendwelche Integralformeln in sich enthielt,
aufgelost werden konnen, welche Methode ich in einem einzigartigen Buch
umfassend dargestellt habe.

§6 Auch wenn aber diese Methode so beschaffen ist, dass ihre Anwendung
keine geometrischen Figuren verlangt, ist dennoch die Untersuchung dieser
Methode selbst aus der Betrachtung gekriimmter Linien hergeholt worden,
welches Grundes wegen sie mir auch dann nicht hinreichend natiirlich schien.
Weil ndmlich diese Frage, in welcher die Relation zwischen x und y gesucht
wird, sodass die Integralformel f Zdx, nachdem nach der Integration x = a
gesetzt wurde, einen maximalen oder minimalen Wert erhilt, ohne einen Blick
auf die Geometrie vorgelegt werden kann, scheint es auch eine passende und
aus den wahren Prinzipien abgeleitete von jeder geometrischen Anschauung
losgeloste Losung geben zu miissen. Nachdem ich dieses Verlangen in meinem



Traktat nicht unklar bezeugt hatte, meldete mir ein gewisser hochgeehrter
Herr und der in dieser analytischen Fertigkeit hochst versierte DE LA GRANGE
TOURNIER in den ,Litteris Taurini”, die zu mir gesandt wurden, mit, dass er im
Besitze des Gewiinschten ist und teilte mir zugleich die Fundamente seiner
Analysis in wohlwollender Weise mit. Weil diese noch sehr viel in sich zu
verbergen scheinen, habe ich beschlossen, sie auf meine Weise zu erldutern
und weiterzuentwickeln.

§7 Wir wollen also im Allgemeinen die Integralformel [ Zdx betrachten, in
welcher Z eine irgendwie durch x und y zusammengesetzte Funktion sei, die
auch das Verhiltnis der Differentiale nicht nur erster sondern auch hoherer
Ordnungen involviere und zusétzlich auch eine oder mehrere Integralformeln
umfasse. Fiir ihre Bestimmung wollen wir aber annehmen, dass das Integral so
bestimmt wird, dass es fiir x = 0 gesetzt verschwindet; dann aber wollen wir
nach der Integration x einen gewissen gegeben Wert x = a zuteilen, und es sei
A der Wert, welchen die Integralformel dann annimmt. Nun besteht die Frage
darin, dass die Relation zwischen x und y bestimmt werden muss, aus welcher
durch diese Operation der maximale oder minimale Wert fiir A erhalten wird.
Diese Relation zwischen x und y also, die dem Gefragten Geniige leistet,
muss mit einer gewissen endlichen oder differentialen Gleichung irgendeiner
Ordnung ausgedriickt werden, sobald wie welche gefunden worden ist, das
Problem fiir gelost zu halten sein wird.

§8 Wir wollen festlegen, wie es in der Analysis gemacht zu werden pflegt,
dass diese Relation zwischen x und y, die gesucht wird, schon bekannt ist,
sodass, welcher bestimmte Wert auch immer fiir x angenommen wird, daher
auch y und deshalb auch die Funktion Z einen bestimmten Wert erhdlt. Es
werden also auf diese Weise nacheinander fiir x alle moglichen Werte von
der Grenze x = 0 bis hin zur Grenze x = a eingesetzt zu werden aufgefasst,
die in unendlich kleinen Intervallen dx fortschreiten, dann werden die Werte
von Z, die diesen einzelnen Werten von x entsprechen, aufgefasst mit dx
multipliziert zu sein, und all diese Produkte zu einer Summe gesammelt
werden die Grofie, die wir mit dem Buchstaben A bezeichnet haben, festlegen,
die maximal oder minimal sein muss. Dies ist so zu verstehen, dass, wenn aus
irgendeiner anderen Relation zwischen x und y den einzelnen Werten von
x andere Werte y und daher auch Z entsprechen, aus diesen fiir A, wenn es



ein Maximum war, der Wert gewiss kleiner, wenn es aber ein Minimum war,
gewiss grofier hervorgehen wird, als wenn die richtige Relation zwischen x
und y verwendet worden wire.

§9 Wenn daher aber diese Variationen, die den einzelnen Werten von y
aufgepragt werden, unendlich klein aufgefasst werden, dann darf sich durch
die Gestalt der Maxima und Minima daher keine Verdnderung auf die Grofie
A ergiefien; und aus dieser Quelle selbst pflegt die Bestimmung der Maxima
und Minima hergeholt zu werden. Weil wir natiirlich den Werten von y nach
Belieben unendlich kleine Variationen zugeteilt haben, muss die Verdnderung,
die daher in allen Werten von Zdx und daher in deren ganzen Summe A
entsteht, durch Rechnung gefolgert werden, welche darauf gleich Null gesetzt
die Gleichung liefern wird, in welcher die Natur des Maximums und des
Minimums und daher die gesuchte Relation zwischen x und y enthalten sein
wird. Mit dieser Operation wird also die Methode, Maxima und Minima
dieser Art zu finden, ausgefiihrt, die deshalb auf dieselben Prinzipien wie
die gewohnliche Methode der Maxima und Minima gestiitzt ist; wie diese
durch Vorschriften der Analysis allein, ohne aus der Geometrie hergeholte
Hilfsmittel, unternommen werden kann, wollen wir genauer betrachten, weil
ich ja dieselbe Aufgabe, mich auf geometrische Prinzipien stiitzend, schon mit
hinreichend gliicklichem Erfolg bewaltigt habe.

§10 Weil also unendlich kleine den einzelnen Werten von y aufgeprégte
Variationen keine Veranderungen im Wert der Grofie A erzeugen diirfen und
dies geschehen muss, wie auch immer jene Variationen angenommen werden,
solange sie unendlich klein waren, wird es geniigen, in nur einem einzigen
gewissen Wert von y eine Variation dieser Art aufzufassen und die Verande-
rung, die daher in der Grofie A entsteht, verschwindend werden zu lassen,
aus welcher Quelle auch meine ganze Methode der Maxima und Minima
hergeholt ist. Aber auch wenn mehreren Werten von y, ja sogar ganz und gar
allen irgendwelche unendlich kleinen Variationen dieser Art aufgepragt wer-
den, erfordert die Natur der Maxima und Minima nichtsdestoweniger, dass
die Verdanderung, welche die Grofie A daher erhilt, zu Null gemacht wird,
und es muss dies passieren, wie auch immer jene Variationen, die natiirlich
alle vollkommen beliebig sind, angenommen werden.



§11 Aber weil ich ja in meiner vorhergehenden Losung einen einzigen ge-
wissen Wert von y eine unendlich kleine Verdnderung zu erhalten festgelegt
habe, wihrend alle iibrigen unverdandert blieben, wird damit das Kontinui-
tatsprinzip verletzt und dies war der Hauptgrund gewesen, dass die ganze
Untersuchung nicht durch die Vorschriften der Analysis allein erledigt werden
konnte, sondern die Betrachtung einer geometrischen Figur, in welcher die
Werte von y durch Ordinaten einer gekriimmten Linie dargestellt wurden, zur
Hilfe genommen werden musste, damit daher die Variationen, welche das Ver-
héltnis der Differentiale jeder Ordnung auf sich nehmen wiirde, angenehmer
gefunden werden konnten. Deswegen, damit wir dem Kontinuitadtsprinzip
nicht allzu sehr widerstreben, wodurch die Anwendung lediglich analyti-
scher Vorschriften zuvor verhindert wurde, wollen wir den einzelnen Werten
von y unendlich kleine Variationen zuteilen, sodass die einzelnen darauf
nach Belieben bestimmt werden und daher alle aufer einer zu Null gemacht
werden konnen, wonach wir notwendigerweise zu meinen ersten Losungen
gelangen.

§12 Weil wir aber nun nicht nur einem Wert von y, sondern unzihligen, so-
gar allen zwar unendlich kleine, aber dennoch beliebige Variationen zuteilen,
besteht kaum Zweifel, dass diese Methode sich um vieles weiter erstreckt
als die vorhergehende und zu der Losung vieler anderer Probleme fiihrt, fiir
welche die erste Methode entweder schwerer oder gar vergeblich verwen-
det werden wiirde. Wenn ndmlich jene Variationen auf eine gewisse Weise
bestimmt werden, werden mit der auf die Geometrie tibertragenen Frage
Probleme dieser Art aufgelost werden konnen, in welchen nicht unter vollig
allen gekriimmten Linien, sondern nur zwar an der Zahl unendlich vielen,
die aber in einer gewissen Gattung erfasst werden, die angegeben werden
muss, die mit der Eigenschaft eines gewissen Maximums oder Minimums
versehen ist. Aber solche Fragen werden meistens sehr viel an Schwierigkeit
zu verwickeln entdeckt; aber auferdem lassen sich daher mit Recht noch viele
Zuwiéchse in der Analysis erwarten.

§13 Weil wir also hier den einzelnen Werten von y unendlich kleine Variatio-
nen zuteilen, wollen wir zwei Zustiande der Formel f Zdx betrachten, in deren
einem die einzelnen Werte von y die selbst seien, welche die gesuchte Relation
zwischen x und y erfordert, in dem anderen hingegen aber dieselben Werte



variiert enthalten sind; den ersten Zustand werde ich der Unterscheidung we-
gen den anfdnglichen, den anderen aber den variierten Zustand nennen. Die
Natur der Maxima und Minima erfordert also, dass die Differenz zwischen
diesen zwei Zustdnden verschwindet. Wie also im anfanglichem Zustand
der Wert irgendeines y, wahrend die Variable x um das Differential dx zu
wachsen angenommen wird, den Zuwachs dy zu erhalten angesehen wird,
so, wahrend x dasselbe bleibt, wihrend wir vom anfanglichen Zustand zum
variierten Zustand fortschreiten, wollen wir den Wert von y um das Element
dy vermehrt zu werden festlegen; daher werde der Unterschied zwischen
diesen zwei Differentialausdriicken dy und &y aber aufmerksam zu Kenntnis
genommen. Wihrend wir aber den einzelnen Werten von vy, nach Ubergang
zum variierten Zustand, Zuwichse 0y dieser Art zuteilen, sind sie als voll-
kommen unbestimmt und auf keine Weise von den Werten von y abhingig
anzusehen.

§14 Nach Festsetzen dieser Dinge muss untersucht werden, einen wie grofien
Zuwachs irgendeine Funktion Z fiir einen beliebigen Wert von x, wéahrend
er vom anfanglichen Zustand zum variierten tibertragen wird, erhilt; dieser
Zuwachs nimmt seinen Ursprung allein von der Variation von y, sofern er
mit dieser Translation um das Element 8y vermehrt wird. Wir wollen diesen
Zuwachs durch 6Z bezeichnen, sodass der Wert von Z vom anfanglichen
Zustand zum variierten translatiert gleich Z + 8Z ist; und zuerst ist freilich
sofort klar, wenn die Funktion Z allein von der Variable x abhinge und nicht
die andere involvierte, dass 8Z = 0 sein wird; und daher triige die Variable x,
wie auch immer sie in die Bildung der Funktion Z eingeht, nichts zu 5Z bei,
sondern es resultiert ihr Wert allein vom Element 8y, um welches die Variable
y zu wachsen angenommen wird. Hier aber, je nachdem ob Z entweder allein
die endlichen Grofien x und y oder auch das Verhiltnis derer Differentiale
oder gar Integralformeln involviert, werden deshalb verschiedene Fille zu
untersuchen sein.

§15 Wir wollen also festlegen, dass die Funktion Z zuerst nur die endlichen
Groflen x und y selbst involviert, sodass weder das Verhiltnis der Differentiale
noch Integralformeln in sie eingehen, und um ihre Variation 8Z zu bestimmen,
muss in der Funktion Z iiberall y + dy anstelle von y geschrieben werden,
wobei x unverdndert gelassen werde, und so wird der variierte Wert Z + 5Z



hervorgehen, wenn von selbigem der anfiangliche Z subtrahiert wird, die
Variation 8Z zuriickbleiben wird. Es ist also klar, dass diese Variation erhalten
wird, wenn die Funktion Z auf die gewohnte Weise fiir alleinig variabel
festgelegtes y differentiert wird, solange dy fiir dy geschrieben wird. Daher,
wenn nach der auf gewohnten Weise unternommenen Differentiation und
nachdem jene der beiden Grofien x und y variabel angenommen wurden,
galt
dZ = Mdx + Ndy,

wird fiir die Translation vom anfidnglichen zum variierten Zustand diese
sein
0Z = Nby;

diese Variation wird also gefunden, wenn im gewohnlichen Differential 0
fiir dx geschrieben wird, fiir dy aber dy; und auf diese Weise haben wir den
ersten Fall sehr leicht abgehandelt.

§16 Wir wollen aber weiter sehen, wie fiir den diesen ersten Fall, in welchem
Z eine Funktion nur von x und y ist, der maximale oder minimale Wert der
Integralformel f Zdx gefunden werden kann. Weil also fiir jeden Wert von x
die Funktion Z um das Element Nby wachst und daher Zdx um das Stiick
Ndxdy, wird die Summe all dieser Stiicke von der Grenze x = 0 bis hin zu
x = a erstreckt die Variation von A geben, wenn welche 5A gesetzt wird,
gelten wird

5A = / Ndxby;

weil dieser Ausdruck verschwinden muss, welches Gesetz auch immer die
Variationen 0y festlegen, ist es notwendig, dass fiir die einzelnen Werte von x
gilt
N =0.

Diese Gleichung driickt also die zwischen x und y gesuchte Relation aus, aus
welcher Formel f Zdx einen maximalen oder minimalen Wert erhilt; und
diese Eigenschaft wird nicht nur im vorgeschriebenen Fall x = a Geltung
haben, sondern auch, welcher andere Wert auch immer x zugeteilt wird.

§17 Es umfasse die Funktion Z als zweites aufler x und y auch das Verhaltnis
der ersten Differentiale, oder fiir % = p gesetzt sei Z irgendeine Funktion



der Grofsen x, y und p, nach Differentieren welcher auf die gewohnte Weise
hervorgehe
dZ = Mdx + Ndy + Pdp.

Daher muss also die Variation von Z gesucht werden, wihrend sie vom
anfanglichen Zustand in den variierten Zustand {tiberfiihrt wird, bei welcher
Translation die GrofSe x dieselbe bleibt, y aber um das Element 6y vermehrt
wird, das Element aber, um welches die Grofie p wéchst, sei dp. Weil aber
p= % ist, wird, wenn wir im anfdnglichen Zustand den Wert von y, der

x + dx entspricht, mit iy’ bezeichnen, p = y%y sein; es wachse nun in der
Translation zur variierten Lage ¥ um das Element 5y und y’ um das Element
8y, und es wird gelten
dy' — by

6p —_— T-
Aber by’ — dy driickt den Zuwachs von 8y aus, wihrend x um das Differential
dx wachst, sodass gilt

8y’ — oy = ddy;

dann aber kann auch 8y’ — 8§y wie die Variation von iy’ — y = dy angesehen
werden, wihrend wir zum variierten Zustand fortschreiten, und so wird auch
gelten

8y’ — dy = ody;
daher wird abschliefSend gefolgert, dass gilt
ddy = 6dy und daher op = Ciiéxy = éddj

§18 Auf die gleiche Weise aber, wenn Z aufSer x und y auch Differentiale
hoherer Ordnungen involviert, sodass nach Festlegen von

dy _, dp_ 0 dq_

AT P (R P

Z irgendeine Funktion der Grofien x, y, p, g etc. ist und auf gewohnte Weise
durch Differentieren

dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.



ist, werden die Zuwéchse der Grofien g, r etc., wihrend sie vom anfanglichen
Zustand in den variierten tiberfiihrt werden, bestimmt. Denn wegen g = ?

X
wird sein

_op'—0op dop  adp . _ddg  odg
dq = & - dr - O und gleichermaflen or = o - etc.
Aber aus dem Oberen ist
_ ddéy  dbdy _ oddy
dop = T = dr und o&dp = i

sodass gilt

50 — ddéy dody  &ddy
T= 742 ~ dx2 ~ d2’

auf dieselbe Weise wird aber erkannt, dass sein wird

dddsy  ddsdy  dsddy  sdddy
dx®  dx®  dxd dad

die Gleichheit welcher beziiglich der Gattung verschiedener Formeln sorgsam
festzuhalten ist.

or =

§19 Wihrend also die Funktion Z aus dem anfdnglichen Zustand in den
variierten tibergeht, weil die Grofle x keinen Zuwachs erfihrt, y aber den

Zuwachs oy, dann die Grofie p den Zuwachs %, die Grofse g den Zuwachs

d(fézy , die Grofie r den Zuwachs & Y etc., wird der dieser Translation ent-
sprechende Zuwachs der Funktlon Z durch eine gewohnliche Differentiation

gefunden werden, indem festgelegt wird

ds dds ddds
dx =0, dy=3dy, dp—d—;/ dq:WZy, dr = dx3y

etc,,

woher er sein wird

déy

dd6y Rdddéy

8Z = N8y + P> + Q- 03

Und daher wird also die Variation der Funktion Z fiir jeden Wert von x
bestimmt werden konnen; diese Form wird noch mehr illustriert werden,
wenn, wie gilt

dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,
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bemerkt wird, dass wegen 6x = 0 dann ist

8Z = Noy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,

dann ist aber wegen p = g—y q= 3Z , 1= gx etc. weiter
_ bdy _ ddy _odp dop  dddy _ ddddy
5p_dx_dx' 6q_dx_dx_dxz' or = dx3 -

§20 Weil also durch die Translation in den variierten Zustand die Funktion
Z den Zuwachs dZ erhilt, wird die Formel f Zdx selbst den Zuwachs f 8Zdx
erhalten, welcher deshalb sein wird:

doy

+0Q4

ddéy dddéy
d:3

/dx <N6y+P

wenn in welchem nach der Integration x = a gesetzt wird, die Variation
von A oder dA erhalten werden wird, die gleich Null gesetzt der Grofie A
den maximalen oder minimalen Wert aufprdagen wird. Bei dieser Integration
wird aber nicht weiter auf den Ubergang in den variierten Zustand geachtet,
sondern sie muss durch alle Zuwéchse von x hindurch erstreckt werden,
weil sie die Summe aller den einzelnen Werten von x von der Grenze x = 0
bis hin zu x = a entsprechenden Variationen bezeichnet. Damit also das
Verhiltnis der durch  kenntlich gemachten Differentiale nicht stort, werde
w fiir dy geschrieben, sodass w eine unendlich kleine beliebige irgendwie
von x abhdngende Grofie bezeichnet; und der obere Null gleich zu setzende
Zuwachs wird sein:

dw d3w
/dx <Nw—|—Pd+de2 Rd 3 +etc>

§21 Es ist ersichtlich, dass in diesen oberen Differentialen das Element dx
konstant angenommen wurde; weil wir namlich festgelegt haben

dop oder dzij dddy

dx dx ~ da2

wegen dp = iéxy , ist offenbar dx konstant angenommen worden. Nach Bemer-

ken dessen, wenn wir die einzelnen Anteile des gefundenen Integrals jeweils
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entwickeln, werden wir haben:

/dx-Nw = /Nwdx,
/de /Pdw_Pw /de

/dx'Qd ‘ :/Qddw_de_wdQ_l_ wddQ

dx dx dx dx
/dx ' Rd3w _ [RdPw  Rddw _ dRdw | wddR wd3R
- dx2  dx? dx? dax? dx?
etc.

Daher wird deshalb die gesuchte Variation teils aus Integralgleichungen, teils
aus absoluten Gliedern bestehen, und es wird sein

dP L ddo d3R dQ ddR

dw dR ddw
d (Q——i—et > 2 (R —etc.).

§22 Wir wollen wieder 8y fiir w einsetzen, und der Zuwachs der Integralfor-
mel [ Zdx, wihrend gilt
dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + Sds  etc.

und d d d d
P=ax 177 ax "TTaw °T ax etc.,
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wéhrend sie in irgendeinen variierten Zustand tiberfiihrt wird, welcher sich
auf diese Weise 0 f Zdx ausdriicken ldsst, wird sich so verhalten:

dP  ddQ d3R  d*s
/dX6]/ <N— a +W —@ +@ —etc.>

+ oy <P—f§ +c(11d71; _fxg +etc.>
+% <Q—j§ +% —etc.>

+ djj]/ <R — ji + etc.>

+((1;53y <S — etc.)

+ etc.,

in welchen Formeln, sofern sie Differentiale hoherer Grade involvieren, das
Differential dx konstant angenommen wurde. Aber 8y hat fiir die einzelnen
Werte von x einen beliebigen Wert.

§23 Wenn also fiir den Wert x = a die Formel [ Zdx maximal oder minimal
werden muss, muss der auf diese Weise gefundene Zuwachs, wenn in ihm
x = a gesetzt wird, gleich Null gesetzt werden und dies so, dass er immer
verschwindet, auf welche Weise auch immer die Variationen dy angenommen
werden. Daher muss auch, wenn eine solche Variation einem gewissen Wert y,
der irgendeinem Wert x kleiner als a entspricht, zugeteilt wird, der gefundene
Ausdruck verschwinden. Dann aber wird daher den letzten Werten von v,
die x = a entsprechen, keine Verdnderung aufgepragt; daher, weil fiir x = a
gesetzt der absolute Teil des Zuwachses
3
6y< dQ ddR d°S > ddy ( dR n dds etc.>

P-i a2 aetee )t @ Tae

+dd6y <R — ﬁ + etc.) + etc.

dx? dx
nur von der Variation der letzten Werte von y abhédngt, wird fiir diese sein

dy=0, ddy=0, dddy=0 etc,
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und so verschwindet dieser Teil von selbst. Daher ist es notwendig, dass allein
der Integralteil einzeln zu Null gemacht wird und daher werden muss:

dP ddQ d'R , dis B
/dxéy(N— W—@‘i‘p— tC>—O.

§24 Aber dieser Ausdruck umfasst die Summe aller Variationen, die aus den
Variationen der einzelnen von y entstehen; aber weil eine solche Verdnderung
bei einem einzigen Wert zu geschehen aufgefasst wird, wird die ganze Summe
auf diese eine Variation zuriickgefiihrt, wiahrend alle iibrigen verschwinden;
daher ist es notwendig, dass fiir diesen Fall gilt

dPp  ddQ dR  d*S

Nt a2 a0 Taa =0

Weil ja aber, in welcher Stelle auch immer diese Variation zu geschehen
aufgefasst wird, die Natur des Maximums oder Minimums gleichermafien
diese Annihilation erfordert, ist es notwendig, dass fiir alle Werte von x gilt

dP ddQ d3R  d*S

e e T
dx—i_dx2 dx3+ e

N- daxt

diese Gleichung enthilt also die unbestimmte Relation zwischen x und y, mit
welcher bewirkt wird, dass der daher entstammende Wert der Integralformel
f Zdx fiir x = a gesetzt maximal oder minimal wird, woher klar ist, dass
diese Relation nicht von dieser Grofie a abhingt.

§25 Dies ist schon dieselbe Gleichung, welche ich fiir die Losung dessel-
ben Problems einst in meinem Traktat iiber Maxima und Minima gegeben
habe, nun aber aus lediglich analytischen Prinzipien abgeleitet habe; diese
Aufgabe gelang daher so angenehm, weil ich angenommen habe, dass den
einzelnen Werten von y Variationen zukommen, mit welchen sie in den va-
riierten Zustand tiberfiihrt werden. Des Weiteren hat aber die in Paragraph
21 ausgefiihrte Reduktion der Integralformeln die Aufgabe vollig erledigt, in
welcher jene so in Teile aufgelost waren, dass die einen vom Integralzeichen
f befreit waren, die aber dadurch beschrankt geblieben sind, dass sie nur
die Variation w = dy ohne ihre Differentiale involvierten; dadurch haben wir
diesen Vorteil erhalten, dass, weil jede beliebige Variation einzeln zu Null
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gemacht werden muss, die Integralformel sofort diese Gleichung geliefert

hat
dP ddQ d3R

dx Td? T dd
mit welcher unbestimmt die Relation zwischen x und y ausgedriickt wurde,
die iibrigen absoluten Teile des Zuwachses hingegen, natiirlich die sich nur auf
die letzten Werte von y beziehenden, gar nicht in die Rechnung eingingen.

N — +etc. =0,

§26 Und dennoch sind diese absoluten Teile nicht vergeblich gefunden
worden, sondern leisten den aufierordentlichen Dienst, zu welchem meine
erste Methode, die nur diese Gleichung

dp  ddQ B
N—a‘f—ﬁ—et&—o

lieferte, weniger geeignet war; dieses Grundes wegen ist diese Methode jener
weit vorzuziehen. Um diesen Nutzen deutlicher zu erkliren, sei Z zuerst
eine Funktion nur von x und y, deren Differentiale nicht involvierend, sodass
dZ = Mdx + Ndy ist, wahrend P = 0, Q = 0 etc. ist, und es ist klar, dass
in diesem Fall die absoluten Teile von selbst verschwinden, und daher das
Problem vollstindig gelost ist, sobald wir N = 0 setzen. So, wenn

3
<bb—nxy+y )dx

c
ein Maximum oder Minimum sein muss, wird wegen

N:—nx—i—ByTy

der Frage durch Setzen von yy = Jncx Geniige geleistet, und hier ist nichts
weiter zu Bestimmendes tibrig.

§27 Aber wenn Z aufserdem p = % involviert, dass gilt
dZ = Mdx + Ndy + Pdp,

dann, sodass f Zdx ein Maximum oder Minimum wird, ist es natiirlich nétig,
dass N — % = 0 ist. Aber weil dies eine Differentialgleichung ist und sogar
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eine Differenzen-Differentialgleichung, wenn die Funktion P die Grofie p = %
involviert, wird ihre Integration eine oder zwei beliebige Konstanten erhalten
und deshalb wird die Relation zwischen x und y nicht vollstindig bestimmt
werden. Ich habe nun also in meinem Traktat bemerkt, dass diese dem Ma-
ximum oder Minimum entsprechende Relation so zusatzlich nach Belieben
bestimmt werden kann, dass fiir x = a die andere Variable y einen gegebenen
Wert erhilt, und wenn jene Gleichung N — 3—5 = 0 eine differentiale zweiten
Grades war, dass dariiber hinaus eine Bestimmung unserem Belieben iiber-
lassen wird. In diesen Féllen kann also der Bedingung des Maximums oder
Minimums noch eine andere sich auf die duflersten Werte von y beziehende

Bedingung hinzugefiigt werden.

§28 Weiter kann also gefragt werden, weil in diesen Féllen die Relation zwi-
schen x und y nicht vollkommen bestimmt wird und sie noch auf unendlich
viele Arten dargeboten werden kann, welche in Bezug auf alle tibrigen ein
Maximum oder Minimum erzeugt. Dies werden wir aber aus dem absoluten,
zuvor missachteten, Anteil des Zuwachses berechnen kdnnen, der in diesem
Fall Pbdy ist; dessen Wert, welchen er fiir x = a gesetzt annimmt, muss also
auch verschwinden. Und daher sehen wir im Allgemeinen ein, wenn f Zdx
ein Maximum oder Minimum sein muss, wahrend gilt

dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + Sds  etc,,
dass die Gleichung

dx  dx?  dx®  dxt o
so weiter bestimmt werden muss, dass fiir x = a gesetzt den folgenden
Gleichungen Gentige geleistet wird:

dQ ddR d3S dR ddS

P8 9 9 e = o
dx + dx?  dad tete. =0, Q dx * dx?

R——x+etc.:0, S—etc. =0 etc.

N —

etc. =0,

§29 Weil diese Dinge an einem Beispiel noch klarer werden, werde die
Relation zwischen x und y gesucht, sodass fiir x = a gesetzt diese Formel

dx./1
/ w, wahrend gilt p = %,
VY dx
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den grofiten oder kleinsten Wert erhilt. Weil also gilt

7 _ V1+pp

\/y 7
wird sein
V1
M=0, N=-YTPP g po—_F
29V y(1+pp)
und so ist zuerst diese Gleichung zu erfiillen N — §- = 0 oder diese Ndx —

dP = 0, welche mit p multipliziert Ndy = pdP glbt Aber es ist wegen
M=0
dZ = Ndy + Pdp und daher dZ = pdP + Pdp,

die integriert liefert

v/1
Z =Pp+C oder rp PP +C,
VY y(1+pp)
das heif3t
1 _c-— i
y(1+pp) Vb
Daher erhalten wir weiter
_ _ Jb—y _dy
b=y(l+pp) und p= ;T ax

sodass gilt
dx = _ VY dy ,
Vby —yy

und durch Integrieren

2\/b
— /by —yy+bAsin 12 LY
Aber zur vollstindigen Bestimmung muss fiir x = a gesetzt P = 0 sein, das
heifst p = 0 und y = b; daher wird nach Setzen von x = a und y = b die
Konstante ¢ so bestimmt, dass ¢ = a — 7tb ist. Und wenn wir wollen, muss
b=~ sein.
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§30 Bevor wir diese analytische Untersuchung auf Fille, in denen die Funkti-
on Z auch Integralformeln in sich umfasst, anwenden, wollen wir die Analysis
selbst, die wir bisher benutzt haben, ein wenig sorgfaltiger untersuchen und
die wichtigsten Dinge, auf die sie gestiitzt ist, genauer betrachten. Diese Ana-
lysis ist aber iiber zwei Variablen x und y, die teils auf den Zustand, den
ich den anfianglichen genannt habe, teils auf den variierten Zustand bezo-
gen, sodass deren eine x sich auf jeden der beiden Zustdnde gleichermafien
erstreckt, die andere y hingegen, wéahrend sie vom anfinglichen Zustand
zum variierten bewegt wird, den Zuwachs 6y erfahrt, wahrend sie aber in
demselben Zustand zum Wert x 4 dx vorwirts bewegt wird, als Vermehrung
das tibliche Differential dy erhilt; wenn daher die Variable y zugleich vom
anfanglichen Zustand zum variierten und der x + dx entsprechenden Stelle
vorwiérts bewegt wird, wird ihre Vermehrung dy + 6y sein. Weil aber x auf
jeden der beiden Zustdnde gleichermafsen bezogen wird, wird dx = 0 sein.

§31 Wenn man nun irgendeine andere im anfdanglichen Zustand auf die Stelle
x bezogene Funktion V hat und sie in demselben Zustand zur Stelle x + dx
vorwérts bewegt wird, wollen wir ihren Zuwachs, welcher ihr zukommt, auf
gewohnte Weise mit dV ausdriicken. Wenn sie aber, wahrend der Wert von
x derselbe bleibt, von dem anfdnglichen Zustand in den variierten gebracht
wird, wollen wir ihre Vermehrung auf die neue Weise durch 8V ausdriicken.
Wenn daher nun jene Funktion V' aus den Grofien x, y, p, q, v etc. wie auch
immer zusammengesetzt ist, aber die Buchstaben p, g, r etc. Grofien solcher
Art bezeichnen, von welchen jede der beiden Zuwachse

dp, dgq, dr etc. und b6p, &g, or etc

dargeboten werden kénnen, werden daher auf die tibliche Weise zu differen-
tieren auch die beiden Zuwaéchse der Funktion V angegeben werden konnen.
Wenn namlich fiir die Translation von der Stelle x zur Stelle x 4+ dx in demsel-
ben Zustand aus der tiblichen Differentiation war

dV = Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr etc,,

wird fiir die Translation vom anfanglichen Zustand in den variierten, wahrend
aber an derselben Stelle x, wie wir bemerkt haben, dx = 0 ist, sein

dV = Mbdx + Ndy + Pdp + Qdg + Ror  etc.

18



§32 Des Weiteren, wenn diese Differentiale der zwei Arten untereinander
vermischt werden, ist aus dem Oberen schon bekannt, dass gilt

5dV = dsV.
Daher, wenn V nun das Differential der Form dU ist, wird sein
dddU = dbédU = dddéU  wegen ddU = ddU

und im Allgemeinen, in welcher Reihenfolge auch immer die zwei Differen-
tiationszeichen d und ¢ festgelegt wurden, deren Reihenfolge nach Belieben
unter Beibehalt der Bedeutung vertauscht werden kann; so wird sein

5d3V = d86d2V = d36dV = d3§V.

Weil wir hier aber nur den variierten Zustand betrachten wollen, der Ubergang
zu welchem mit dem Zeichen $ angezeigt wird, kann dieses Zeichen nie mehr
als einmal in Zusammensetzungen dieser Art enthalten sein; es ist aber
immer zum Vorteil, das Zeichen $ in solchen Formeln nach ganzen hinten zu
bewegen.

§33 Dieselbe Vertauschung wird auch auf Integralzeichen ausgedehnt; wenn
namlich die Integralformel [V vorgelegt wird, wihrend | die Summe al-
ler Werte in dem Zustand, die allen Werten von x entsprechen, genommen
bezeichnet, wird auch sein

o / V= / dV,

was per se klar ist, weil der Zuwachs der Translation der ganzen Summe gleich
der Summe aller elementaren Zuwiéchse, die sich in derselben Translation
befinden, ist. Und aus dieser Quelle selbst ist die obere Analysis abgelei-
tet worden; denn nachdem die Integralformel [ Zdx vorgelegt worden war,
deren Variation in den variierten Zustand zu bestimmen war, haben wir
angenommen, dass gilt

S/de:/é(de) :/6Z-dx,

8(Zdx) = 6Zdx + Zb6dx,

weil ja ist
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ist aber ddx = 0, wie dx = 0. Ja es wére sogar, wenn eine zweifache Integration
[ V auftauchen wiirde, auf dieselbe Weise

6//V:/6/V:/ 5.

§34 Ein anderer Kunstgriff besteht in der Transformation der Integrale, wann
immer unter dem Integralzeichen die Zeichen d und  miteinander verbunden
werden, dass zumindest in der Integration das Zeichen ¢ allein zuriickbleibt.
So wird nach Vorlegen der Integralformel f Vodv wegen 6dv = ddv, indem
dv wie eine einfache Grofie betrachtet wird, sein

/ Védo = / Vdov = Vév — /6vdV.
Und auf dieselbe Weise wird weiter erkannt, dass sein wird
[ vadso = vdsv - sodv + [ seddv,
/ Vd3so = Vddso — dsudV + svddV — / sud3V,
[ vdio = Voo — d2evdV + dsoddV — sod’V + [ sV
etc,;

es ist ndmlich

/ Vddsy = Vdso — / dsodV,

aber es ist
/ dsodV = sodV — / soddV,

woher die Beschaffenheit und die Begriindung dieser Transformationen er-
kannt wird.

§35 Nach Vorausschicken dieser analytischen Regeln wird es nicht schwer
sein, alle Fragen dieser Art iiber Maxima und Minima aufzuldsen, auch wenn
in der Formel [ Zdx die Funktion Z irgendwelche Integralformeln in sich
umfasst. Die ganze Aufgabe geht natiirlich darauf zuriick, dass der Zuwachs
) f Zdx, welchen die vorgelegte Formel 6Zdx, wahrend sie vom anfanglichen
Zustand in den variierten gebracht wird, erhilt, bestimmt wird; dieser wird
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natiirlich gleich Null gesetzt die Losung des Maximums oder Minimums
enthalten. Ich werde aber diesen Zuwachs Differentialvariation der Formel
f Zdx nennen, welche zu entstehen zu verstehen ist, wenn die einzelnen
Werte von y um unendlich kleine Stiicke dy, und zwar beliebige, vermehrt
werden. Dass dann aber diese Variation durch alle Werte von x hindurch von
der Grenze x = 0 bis hin zur Grenze x = a erstreckt werden muss, ist klar,
fiir deren vollstandige Bestimmung zu bemerken ist, dass sie so genommen
werden muss, dass sie fiir x = 0 gesetzt verschwindet. Daher also wollen
wir die folgenden Probleme mit Hilfe dieser Methode auflsen, tiber welche
festzuhalten ist, dass die Buchstaben p, g, 7, s etc. das Verhdltnis der zwei
Variablen x und y so involvieren, dass gilt

_dy _dp _dg _dr

P=ax 197 ax "Tax °T dax ete.
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